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今日のポイント� �
1. 非線形回帰モデルでも回帰係数について
線形なら重回帰分析を適用できる．非線
形回帰モデルの限界効果は説明変数の水
準に依存する．説明変数に交差項を加え
れば交互作用を分析できる．

2. 質的変数への回帰はカテゴリーを表すダ
ミー変数に回帰する．群別の回帰モデル
を群ダミーを用いて 1 つの回帰モデルに
まとめれば，群間の回帰係数の差の t 検
定・F検定が簡単になる．

3. 2群の回帰係数の差の有無の F検定をチョ
ウ検定という．2 群の回帰係数が等しい
という制約を課す場合と課さない場合の
RSSの差で F検定統計量を表現できる．

4. ダミー変数の回帰モデルは E(D|X) =

Pr[D = 1|X] より確率モデル．線形モデ
ルだと確率が [0, 1]を超えるので，ロジッ
ト・モデルやプロビット・モデルを使う．� �
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1 非線形回帰モデル
1.1 多項式回帰モデル（p. 162）
(Y,X)を確率ベクトルとする．Y と X に曲線的
な関係があるなら単回帰モデルの定式化は誤り．

定義 1. 多項式で表される回帰モデルを多項式回帰
モデルという．

定義 2. n 次多項式で表される回帰モデルを n 次
（多項式）回帰モデルという．

注 1. Y の X 上への n次回帰モデルは

E(Y |X) = α+ β1X + β2X
2 + · · ·+ βnX

n

これは X の非線形関数だが回帰係数 β1, . . . , βn の
線形関数なので，X,X2, . . . , Xn を説明変数として
重回帰分析を適用できる．

定理 1. Y のX 上への n次回帰モデルにおけるX
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から Y への限界効果は
dY

dX
= β1 + 2β2X + · · ·+ nβnX

n−1

証明. 微分すれば明らか．

注 2. すなわち限界効果は X の水準に依存する．
1.2 交互作用（p. 168）
(Y,X,Z)を確率ベクトルとする．Y の (X,Z)上
への 2次回帰モデルは

E(Y |X,Z) = α+β1X+β2X
2+γ1Z+γ2Z

2+δXZ

定義 3. 2つの独立変数の積の説明変数を交差項と
いう．

定理 2. Y の (X,Z)上への 2次回帰モデルにおけ
る X から Y への限界効果は

∂Y

∂X
= β1 + 2β2X + δZ

証明. 偏微分すれば明らか．

注 3. すなわち X から Y への限界効果は X と Z

の水準に依存する．

定義 4. ある説明変数の限界効果に対する他の説明
変数の影響を交互作用という．

注 4. 説明変数に交差項を加えれば交互作用を分析
できる．

2 ダミー説明変数
2.1 質的変数への回帰（p. 167）
(Y,X)を確率ベクトルとする．ただし X は質的
変数とする．Y の X 上への単回帰モデルは

E(Y |X) = α+ βX

X が 3 つ以上のカテゴリーを表すなら単回帰モデ
ルの定式化は誤り：

名義尺度 X の「1単位の増加」に意味がなく，X

から Y への限界効果を定義できない．
順序尺度 X の「1単位の増加」に量的な意味がな

く，X から Y への限界効果を一定と想定でき
ない．

この場合はカテゴリーをダミー変数で表す．カテゴ
リー数が k なら j = 1, . . . , k について

Dj :=

{
1 X = j

0 その他

Y の (D1, . . . , Dk)上への重回帰モデルは

E(Y |D1, . . . , Dk) = β1D1 + · · ·+ βkDk

D1 + · · ·+Dk ≡ 1より定数項を入れると完全な多
重共線性が生じる．

定理 3. j = 1, . . . , k について

E(Y |X = j) = βj

証明. j = 1なら

E(Y |X = 1) = E(Y |D1 = 1, D2, . . . , Dk = 0)

= β1

j = 2, . . . , k も同様．

注 5. すなわち k 個のカテゴリーを表す質的変数へ
の回帰は各カテゴリーの母平均を比較する k 標本
問題（＝ 1元配置分散分析）と解釈できる．

定理 4.

E(Y |D1, . . . , Dk) = β1 + δ2D2 + · · ·+ δkDk

ただし j = 2, . . . , k について δj := βj − β1．

証明. D1 + · · ·+Dk ≡ 1より

E(Y |D1, . . . , Dk)

= β1D1 + β2D2 + · · ·+ βkDk

= β1(1−D2 − · · · −Dk) + β2D2 + · · ·+ βkDk

= β1 + (β2 − β1)D2 + · · ·+ (βk − β1)Dk

注 6. すなわち定数項を入れ，代わりにダミー変数
を 1つ外してもよい．その場合，回帰係数は各群と
基準群（ダミーを外した群）の母平均の差を表す．
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2.2 群別の回帰（p. 168）
(Y,X,D)を確率ベクトルとする．ただしDは群
ダミーとする．群別に単回帰モデルを仮定する．す
なわち

E(Y |X,D = 0) = α0 + β0X

E(Y |X,D = 1) = α1 + β1X

定理 5.

E(Y |X,D) = α0 + β0X + γD + δXD

ただし γ := α1 − α0，δ := β1 − β0．

証明.

E(Y |X,D)

= (1−D)(α0 + β0X) +D(α1 + β1X)

= α0 + β0X + (α1 − α0)D + (β1 − β0)DX

= α0 + β0X + γD + δXD

注 7. 群別の回帰モデルを群ダミーを用いて 1つの
回帰モデルにまとめれば，群間の回帰係数の差の t

検定・F検定が簡単になる．

3 チョウ検定（p. 171）
3.1 検定問題
(1 + k) 変量無作為標本 ((y1,x1), . . . , (yn,xn))

を 2 群に分割する．ただし xi := (xi,1, . . . , xi,k)
′．

各群に古典的正規線形回帰モデルを仮定する．すな
わち j = 0, 1について

yi = x′
iβj + ui

ui|xi ∼ N
(
0, σ2

)
ただし 2群の誤差分散は等しいと仮定する．次の検
定問題を考える．

H0 : β0 = β1 vs H1 : β0 ̸= β1

3.2 F検定
第 0群を基準とし，第 1群ダミーを di とすると

yi = (1− di)x
′
iβ0 + dix

′
iβ1 + ui

= x′
iβ0 + dix

′
i(β1 − β0) + ui

= x′
iβ0 + dix

′
iδ + ui

ただし δ := β1 − β0．したがって検定問題は
H0 : δ = 0 vs H1 : δ ̸= 0

すなわち回帰係数の両側検定問題となる．この F

検定統計量を F とすると，H0 の下で
F ∼ F(k, n− 2k)

3.3 残差 2乗和
(β0,β1) の OLS 推定量を (b0, b1)，yi の回帰予
測を ŷi とすると

ŷi := (1− di)x
′
ib0 + dix

′
ib1

OLS残差を ei とすると
ei := yi − ŷi

= yi − (1− di)x
′
ib0 − dix

′
ib1

= (1− di)(yi − x′
ib0) + di(yi − x′

ib1)

残差 2乗和は
RSS :=

n∑
i=1

e2i

誤差分散 σ2 の不偏推定量は

s2 :=
RSS

n− 2k

第 j 群の残差 2乗和を RSSj とすると

RSS0 =

n∑
i=1

(1− di)(yi − x′
ib0)

2

RSS1 =

n∑
i=1

di(yi − x′
ib1)

2

定理 6.
RSS = RSS0 +RSS1

証明. d2i = di，(1−di)
2 = (1−di)，di(1−di) = 0

より
n∑

i=1

e2i

=

n∑
i=1

[(1− di)(yi − x′
ib0) + di(yi − x′

ib1)]
2

=

n∑
i=1

[
(1− di)(yi − x′

ib0)
2 + di(yi − x′

ib1)
2
]

=

n∑
i=1

(1− di)(yi − x′
ib0)

2 +

n∑
i=1

di(yi − x′
ib1)

2
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3.4 制約付き残差 2乗和
H0 の制約の下で β0 = β1 = βとすると，古典的
正規線形回帰モデルは

yi = x′
iβ + ui

ui|xi ∼ N
(
0, σ2

)
βの（制約付き）OLS推定量を b，yi の回帰予測を
ŷ∗i とすると

ŷ∗i := x′
ib

OLS残差を e∗i とすると

e∗i := yi − ŷ∗i

= yi − x′
ib

残差 2乗和は

RSS∗ :=

n∑
i=1

e∗i
2

H0 の下での誤差分散 σ2 の不偏推定量は

s2∗ :=
RSS∗
n− k

定理 7. H0 の下で

E

(
RSS∗ − RSS

k

)
= σ2

証明. s2, s2∗ の不偏性より

E(RSS∗ − RSS) = E(RSS∗)− E(RSS)

= (n− k)σ2 − (n− 2k)σ2

= kσ2

両辺を k で割ればよい．

注 8. したがってH0 の下では (RSS∗ −RSS)/k も
σ2 の不偏推定量．
3.5 チョウ検定
定理 8.

F =
(RSS∗ − RSS)/k

RSS/(n− 2k)

証明. 省略（行列の知識が必要）．

注 9. 2標本問題の母分散の比の F検定統計量と同
じ形．

定義 5. 2群の回帰係数の差の有無の F検定をチョ
ウ検定という．

注 10. 時系列データの回帰モデルに応用すると，構
造変化の検定と解釈できる．

4 ダミー従属変数
4.1 線形確率モデル（p. 174）
(D,X) を確率ベクトルとする．ただし D はダ
ミー変数とする．D の X 上への単回帰モデルは

E(D|X) = α+ βX

定理 9.
E(D|X) = Pr[D = 1|X]

証明. 復習テスト．

定義 6. D の X 上への線形確率モデルは

Pr[D = 1|X] = α+ βX

注 11. 被説明変数がダミー変数なら回帰モデル＝
確率モデル．ただし確率が [0, 1]を超えうるので線
形モデルは不適切．

定理 10.

var(D|X) = Pr[D = 1|X](1− Pr[D = 1|X])

証明. 復習テスト．

注 12. 被説明変数がダミー変数なら条件つき分散
は X に依存する．したがって古典的線形回帰モデ
ルの仮定は成立せず，OLS推定量は BLUEでない．
4.2 非線形確率モデル（p. 176）
F : R → [0, 1]を増加関数とする（例えば R上の
連続分布の cdf）．線形確率モデルの右辺を F (.)で
変換すれば，確率は [0, 1]を超えない．すなわち

Pr[D = 1|X] = F (α+ βX)

線形確率モデルの左辺を F−1(.) で変換すれば，
[0, 1] を超えても構わないので右辺は線形でよい．
すなわち

F−1(Pr[D = 1|X]) = α+ βX
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定理 11. X から Pr[D = 1|X]への限界効果は
dPr[D = 1|X]

dX
= βF ′(α+ βX)

証明. 微分すれば明らか（合成関数の微分）．

注 13. 非線形モデルなので限界効果≠回帰係数．
4.3 2値ロジット・モデル（p. 176）
定義 7. ロジスティック関数は，任意の x ∈ Rにつ
いて

Λ(x) :=
ex

1 + ex

定義 8. Λ(.)を cdfとする分布をロジスティック分
布という．

定義 9. Λ−1(.)をロジット変換という．

注 14. 任意の y ∈ (0, 1)について

Λ−1(y) = ln
y

1− y

定義 10. D の X 上への 2値ロジット・モデルは
Pr[D = 1|X] = Λ(α+ βX)

4.4 2値プロビット・モデル（p. 176）
N(0, 1)の cdfを Φ(.)とする．

定義 11. Φ−1(.)をプロビット変換という．

注 15. Φ(.)が積分を含むので Φ−1(.)は解析的に表
現できない．

定義 12. DのX 上への 2値プロビット・モデルは
Pr[D = 1|X] = Φ(α+ βX)

5 今日のキーワード
多項式回帰モデル，n次回帰モデル，交差項，交互
作用，チョウ検定，線形確率モデル，ロジスティッ
ク関数，ロジスティック分布，ロジット変換，2値
ロジット・モデル，プロビット変換，2値プロビッ
ト・モデル

6 次回までの準備
復習 教科書第 7章 1–3節，復習テスト 9

予習 教科書第 7章 4–5節
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