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今日のポイント� �
1. y のX 上への古典的正規線形回帰モデル
は y|X ∼ N

(
Xβ, σ2In

)．β の OLS 推
定量を b とすると b = (X ′X)−1X ′y．
残差ベクトルを e := y − Xb とすると，
σ2 の不偏推定量は s2 := e′e/(n− k)．

2. β に対する r 個の制約 Rβ = c の両
側検定の F 検定統計量は F := (Rb −
c)′
[
s2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb−c)/r．H0

の下で F ∼ F(r, n− k)．
3. 2標本の 2つの回帰モデルの係数ベクトル
の差の F 検定をチョウ検定という．チョ
ウ検定は構造変化の検定にも使える．

4. 構造変化ダミーを使えば回帰係数の t 検
定・F検定として構造変化の検定を実行で
きる．� �
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1 回帰係数の F検定
1.1 古典的正規線形回帰モデル（p. 85）
(1 + k) 変量データを ((y1,x1), . . . , (yn,xn)) と
表す．ただし i = 1, . . . , nについて

xi :=

xi,1

...
xi,k


yi の xi 上への線形回帰モデルは

E(yi|xi) = x′
iβ

ただし

β :=

β1

...
βk


次のベクトルと行列を定義する．

y :=

y1
...
yn

 , X :=

x
′
1
...
x′
n


定義 1. y のX 上への線形回帰モデルは

E(y|X) = Xβ

定義 2. y のX 上への古典的線形回帰モデルは

E(y|X) = Xβ

var(y|X) = σ2In
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定義 3. y の X 上への古典的正規線形回帰モデ
ルは

y|X ∼ N
(
Xβ, σ2In

)
1.2 回帰係数の OLS推定量（pp. 102, 105）
β のMM（＝ OLS）推定量を bとする．

補題 1.
E(xi(yi − x′

iβ)) = 0

証明. 繰り返し期待値の法則と期待値の線形性より

E(xi(yi − x′
iβ)) = E(E(xi(yi − x′

iβ)|xi))

= E(xi(E(yi|xi)− x′
iβ))

= 0

定理 1. X ′X が正則なら

b = (X ′X)−1X ′y

証明. 補題より bを与える積率条件は

1

n

n∑
i=1

xi(yi − x′
ib) = 0

すなわち
n∑

i=1

xiyi =

n∑
i=1

xix
′
ib

逆行列を用いて連立方程式を解くと

b =

(
n∑

i=1

xix
′
i

)−1 n∑
i=1

xiyi

= (X ′X)−1X ′y

定理 2.
E(b|X) = β

証明. 期待値の線形性より

E(b|X) = E
(
(X ′X)−1X ′y|X

)
= (X ′X)−1X ′ E(y|X)

= (X ′X)−1X ′Xβ

= β

定理 3. 古典的線形回帰モデルなら

var(b|X) = σ2(X ′X)−1

証明.

var(b|X) = var
(
(X ′X)−1X ′y|X

)
= (X ′X)−1X ′ var(y|X)X(X ′X)−1

= (X ′X)−1X ′σ2InX(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1X ′X(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1

定理 4. 古典的正規線形回帰モデルなら

b|X ∼ N
(
β, σ2(X ′X)−1

)
証明. X を所与として b は y の線形変換だから正
規分布．平均と分散は既に見た．

1.3 誤差分散の不偏推定量（p. 87）
残差ベクトルを e := y −Xbとする．σ2 の不偏
推定量は

s2 :=
e′e

n− k

定理 5. 古典的正規線形回帰モデルなら

(n− k)s2

σ2
|X ∼ χ2(n− k)

証明. 省略（大学院レベル）．

定理 6. 古典的正規線形回帰モデルならX を所与
として bと s2 は独立．

証明. 省略（大学院レベル）．

1.4 F検定（p. 99）
古典的正規線形回帰モデルを仮定する．β に対す
る r 個の制約の両側検定問題を考える．すなわち

H0 : Rβ = c vs H1 : Rβ ̸= c

ただしRは r × k 行列．R := Ik ならRβ = β．

補題 2.

(Rb−Rβ)′
[
σ2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb−Rβ)|X
∼ χ2(r)
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証明. すでに見たように

b|X ∼ N
(
β, σ2(X ′X)−1

)
したがって

Rb|X ∼ N
(
Rβ, σ2R(X ′X)−1R′)

標準化すると

[
σ2R(X ′X)−1R′]−1/2

(Rb−Rβ)|X ∼ N(0, Ir)

各成分の 2乗和より結果が得られる．

定理 7.

(Rb−Rβ)′
[
s2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb−Rβ)

r
|X

∼ F(r, n− k)

証明. 式変形すると

(Rb−Rβ)′
[
s2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb−Rβ)

r

=
(Rb−Rβ)′

[
σ2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb−Rβ)/r

s2/σ2

補題より分子は χ2(r)を rで割ったもの．すでに見
たように

(n− k)s2

σ2
|X ∼ χ2(n− k)

したがって分母は χ2(n − k) を n − k で割ったも
の．X を所与として bと s2 は独立なので分子と分
母は独立．

定義 4. H0 : Rβ = cを検定する F検定統計量は

F :=
(Rb− c)′

[
s2R(X ′X)−1R′]−1

(Rb− c)

r

定理 8. H0 の下で

F ∼ F(r, n− k)

証明. 前定理より明らか．

2 チョウ検定
2.1 2標本問題
大きさ nの (1 + k)変量データ (y,X)を大きさ

n1 の (y1,X1) と大きさ n2 の (y2,X2) に分割し，
それぞれについて以下の古典的正規線形回帰モデル
を仮定する．

y1|X ∼ N
(
X1β1, σ

2
1In1

)
y2|X ∼ N

(
X2β2, σ

2
2In2

)
ただし σ2

1 = σ2
2 = σ2 とする．まとめて書くと

y|X ∼ N
(
X∗β, σ

2In
)

ただし

X∗ :=

[
X1 O
O X2

]
, β :=

(
β1

β2

)
次の検定問題を考える．

H0 : β1 = β2 vs H1 : β1 ̸= β2

R := [Ik,−Ik], c := 0とすると

H0 : Rβ = c vs H1 : Rβ ̸= c

2.2 F検定
β の OLS推定量を b，残差ベクトルを e := y −

X∗bとする．σ2 の不偏推定量は

s2 :=
e′e

n− 2k

F検定統計量は

F :=
(Rb− c)′

[
s2R(X ′

∗X∗)
−1R′]−1

(Rb− c)

k

=
(b1 − b2)

′ [(X ′
1X1)

−1 + (X ′
2X2)

−1
]−1

(b1 − b2)/k

s2

定理 9. H0 の下で

F |X ∼ F(k, n− 2k)

注 1. min{n1, n2} < k なら bは計算できない（た
だし別の方法がある）．
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2.3 チョウ検定（p. 132）
H0 : β1 = β2 の下で

y|X ∼ N
(
Xβ1, σ

2In
)

H0 の下での β1 の OLS推定量を b1∗ とすると

b1∗ = (X ′X)−1X ′y

H0 の下での残差ベクトルを e∗ := y −Xb1∗ とす
る．H0 の制約のため e′∗e∗ ≥ e′e．

定義 5. 2標本の 2つの回帰モデルの係数ベクトル
の差の F検定をチョウ検定という．

定義 6. チョウ検定統計量は

F :=
(e′∗e∗ − e′e)/k

e′e/(n− 2k)

定理 10. H0 の下で

F ∼ F(k, n− 2k)

証明. F の分母・分子を σ2 で割ると

F :=

[
(e′∗e∗ − e′e)/σ2

]
/k

(e′e/σ2)/(n− 2k)

H0 の下で

e′∗e∗
σ2

|X ∼ χ2(n− k)

H0,H1 の下で

e′e

σ2
|X ∼ χ2(n− 2k)

e′∗e∗−e′eと e′eの独立性も証明できる．したがっ
て H0 の下で

e′∗e∗ − e′e

σ2
|X ∼ χ2(k)

F分布の定義よりH0の下で F ∼ F(k, n−2k)．

3 構造変化の検定
3.1 構造変化ダミー
オイル・ショックやバブル崩壊など大きなショッ
クにより，ある時点を境に時系列（確率過程）の特

性が大きく変化する場合がある．確率過程 {Yt}の
平均が時点 T で変化する場合は

E(Yt) =

{
µ0 for t < T

µ1 for t ≥ T

定義 7. 時系列（確率過程）の特性の予期せぬ変化
を構造変化という．

定義 8. 時点 T の構造変化ダミーは

Dt :=

{
0 for t < T

1 for t ≥ T

注 2. 構造変化ダミーを用いると
E(Yt) = (1−Dt)µ0 +Dtµ1

= µ0 + (µ1 − µ0)Dt

(µ0, µ1 − µ0)は OLSで推定できる．
3.2 回帰モデル（p. 130）
Xt を説明変数，Yt を被説明変数とし，Yt の Xt

上への単回帰モデルを考える．時点 T で係数が変
わる場合は

E(Yt|Xt) =

{
α0 + β0Xt for t < T

α1 + β1Xt for t ≥ T

構造変化ダミーを用いると
E(Yt|Xt)

= (1−Dt)(α0 + β0Xt) +Dt(α1 + β1Xt)

= (1−Dt)α0 +Dtα1 + (1−Dt)β0Xt +Dtβ1Xt

= α0 + (α1 − α0)Dt + β0Xt + (β1 − β0)DtXt

すなわち Dt, Xt, DtXt を説明変数として構造変化
前後の係数を推定できる．また各係数の構造変化の
有無の t検定や F検定（チョウ検定）も可能．
注 3. 説明変数にラグ付き内生変数があると古典的
正規線形回帰モデルにならず，t検定や F検定は厳
密には正しくないが，近似的な検定として正当化で
きる．

例 1. 日本の 1人当たり実質 GDP（季節調整済み
対数系列）の線形トレンドの構造変化（図 1）．第 1

次オイル・ショック（1974 年第 1 四半期）とバブ
ル崩壊（1991 年第 2 四半期）の構造変化ダミーを
使用．
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図 1 日本の 1人当たり実質 GDP（季節調整済み対数系列）の線形トレンドの構造変化
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