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今日のポイント� �
1. 確率過程（特に金融時系列）の標準偏差を
ボラティリティという．var(Y |X) が X

に依存することを条件つき不均一分散と
いう．ボラティリティの変動を自己回帰
条件付き不均一分散としてモデル化する．

2. ARCH(q) 過程は任意の t について wt =

σtzt として σ2
t = c + α1w

2
t−1 + · · · +

αqw
2
t−q．ただし {zt} は IID(0, 1) で c >

0, α1, . . . , αq ≥ 0．{wt} が I(0) なら
α1 + · · · + αq < 1．{wt} が ARCH(q)

なら {
w2

t

}は AR(q)．
3. GARCH(p, q) 過程は任意の t について

wt = σtzt として σ2
t = c + β1σ

2
t−1 +

· · · + βpσ
2
t−p + α1w

2
t−1 + · · · + αqw

2
t−q．

ただし {zt} は IID(0, 1) で c > 0,

β1, . . . , βp, α1, . . . , αq ≥ 0．{wt} が I(0)

なら β1 + · · · + βp + α1 + · · · + αq <

1．{wt} が GARCH(p, q) なら {
w2

t

} は
ARMA(max{p, q}, p)．

4. ラグ次数はモデル選択基準で選んでもよ
いが，無条件に GARCH(1, 1)を仮定する
ことが多い．� �
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1 ボラティリティ
1.1 金融時系列（p. 254）
{yt}を株価の対数階差系列（＝収益率）とする．
株式市場が効率的なら将来の株価の超過収益率は予
測できない．すなわち任意の tについて

Et(yt+1) = µ

ただし µは安全利子率＋リスク・プレミアム．

補題 1. 任意の tについて

E(yt) = µ

証明. 繰り返し期待値の法則より，任意の t につ
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いて

E(yt) = E(Et−1(yt))

= E(µ)

= µ

定理 1. 任意の s ≥ 1について

cov(yt, yt−s) = 0

証明. 補題と繰り返し期待値の法則より，任意の
s ≥ 1について

cov(yt, yt−s) := E((yt − E(yt))(yt−s − E(yt−s)))

= E((yt − µ)(yt−s − µ))

= E(Et−1((yt − µ)(yt−s − µ)))

= E((Et−1(yt)− µ)(yt−s − µ))

= E((µ− µ)(yt−s − µ))

= 0

注 1. {yt}は系列無相関だが iidとは限らない．例
えば {

y2t
}は系列相関をもつかもしれない．

例 1. NYSE 総合指数（週次）の対数階差のコレ
ログラム（図 1）と対数階差の 2乗のコレログラム
（図 2）．

定義 1. 確率過程（特に金融時系列）の標準偏差を
ボラティリティという．

注 2. 金融資産のリスクを表す．市場が効率的なら
収益率は予測できないが，ボラティリティの変動は
予測できることが多い．
1.2 不均一分散（p. 113）
(Y,X)を確率ベクトルとする．Y の X 上への古
典的線形回帰モデルは

E(Y |X) = α+ βX

var(Y |X) = σ2

すなわち古典的線形回帰モデルでは E(Y |X) のみ
X に依存し，var(Y |X) は X に依存しないと仮̇定̇
する．

定義 2. var(Y |X)がX に依存せず，一定であるこ
とを条件つき均一分散という．

定義 3. var(Y |X)がX に依存することを条件つき
不均一分散という．

2 ARCH過程
2.1 ARCH過程（p. 255）
{yt}を ARMA過程とする．すなわち任意の tに
ついて

ϕ(L)(yt − µ) = θ(L)wt

{wt} ∼ WN
(
σ2

)
vart−1(yt) = vart−1(wt)の変動を表したい．

定義 4. q 次の自己回帰条件付き不均一分散（AR

conditional heteroskedasticity, ARCH）過程は，任
意の tについて

wt = σtzt

σ2
t = c+ α1w

2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q

{zt} ∼ IID(0, 1)

ただし c > 0，α1, . . . , αq ≥ 0．

注 3. ARCH(q)と書く．
注 4. c > 0，α1, . . . , αq ≥ 0より任意の tについて
σ2
t > 0．
注 5. 時点 t− 1で σ2

t は既知．
2.2 自己回帰条件付き不均一分散
{wt}を ARCH(q)とする．

補題 2. 任意の tについて

Et−1(wt) = 0

証明. 時点 t− 1で σ2
t は既知，{zt}は IID(0, 1)な

ので，任意の tについて

Et−1(wt) = Et−1(σtzt)

= σt Et−1(zt)

= σt E(zt)

= 0
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図 1 NYSE総合指数（週次）の対数階差のコレログラム
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図 2 NYSE総合指数（週次）の対数階差の 2乗のコレログラム
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定理 2. 任意の tについて

vart−1(wt) = σ2
t

証明. 補題より，任意の tについて

vart−1(wt) = Et−1

(
w2

t

)
= Et−1

(
σ2
t z

2
t

)
= σ2

t Et−1

(
z2t
)

= σ2
t E

(
z2t
)

= σ2
t var(zt)

= σ2
t

注 6. すなわち任意の tについて

vart−1(wt) = c+ α1w
2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q

これは q 次の自己回帰条件付き不均一分散．
2.3 共分散定常性
{wt}が I(0)であるためには α1, . . . , αq ≥ 0に制
約が必要．

補題 3. 任意の tについて

E(wt) = 0

証明. 前補題と繰り返し期待値の法則より，任意の
tについて

E(wt) = E(Et−1(wt))

= 0

補題 4. 任意の tについて

var(wt) = E
(
σ2
t

)
証明. 補題と繰り返し期待値の法則より，任意の t

について

var(wt) = E
(
w2

t

)
= E

(
Et−1

(
w2

t

))
= E(vart−1(wt))

= E
(
σ2
t

)

定理 3. {wt}が I(0)なら

α1 + · · ·+ αq < 1

証明. 補題より，任意の tについて

var(wt) = E
(
σ2
t

)
= E

(
c+ α1w

2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q

)
= c+ α1 E

(
w2

t−1

)
+ · · ·+ αq E

(
w2

t−q

)
= c+ α1 var(wt−1) + · · ·+ αq var(wt−q)

= c+ α1 var(wt) + · · ·+ αq var(wt)

= c+ (α1 + · · ·+ αq) var(wt)

すなわち

(1− α1 − · · · − αq) var(wt) = c

c > 0より

1− α1 − · · · − αq > 0

2.4 ARCH過程と AR過程
任意の tについて vt := w2

t − σ2
t とすると

w2
t ≡ σ2

t + vt

= c+ α1w
2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q + vt

{vt}がホワイト・ノイズなら
{
w2

t

}は AR(q)．

補題 5. 任意の tについて

Et−1(vt) = 0

証明. 任意の tについて

Et−1(vt) = Et−1

(
w2

t − σ2
t

)
= Et−1

(
w2

t

)
− σ2

t

= vart−1(wt)− σ2
t

= σ2
t − σ2

t

= 0

系 1. 任意の tについて

E(vt) = 0
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証明. 繰り返し期待値の法則より，任意の t につ
いて

E(vt) = E(Et−1(vt))

= 0

系 2. 任意の tと s ≥ 1について

cov(vt, vt−s) = 0

証明. 繰り返し期待値の法則より，任意の tと s ≥ 1

について

cov(vt, vt−s) = E(vtvt−s)

= E(Et−1(vtvt−s))

= E(Et−1(vt)vt−s)

= 0

注 7. E
(
w4

t

)
< ∞ なら var(vt) < ∞ となり {vt}

はホワイト・ノイズ．詳細は略．

3 GARCH過程
3.1 GARCH過程（p. 257）
定義 5. (p, q) 次の一般化 ARCH（generalized

ARCH, GARCH）過程は，任意の tについて

wt = σtzt

σ2
t = c+ β1σ

2
t−1 + · · ·+ βpσ

2
t−p

+ α1w
2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q

{zt} ∼ IID(0, 1)

ただし c > 0，β1, . . . , βp, α1, . . . , αq ≥ 0．

注 8. GARCH(p, q)と書く．
注 9. c > 0，β1, . . . , βp, α1, . . . , αq ≥ 0 より任意
の tについて σ2

t > 0．
注 10. σ2

t は時点 t− 1で既知．

3.2 自己回帰条件付き不均一分散
簡単化のため {wt}を GARCH(1, 1) とする．逐
次代入より任意の tについて

vart−1(wt)

= σ2
t

= c+ βσ2
t−1 + αw2

t−1

= c+ β
(
c+ βσ2

t−2 + αw2
t−2

)
+ αw2

t−1

= . . .

=
(
1 + β + β2 + · · ·

)
c

+ α
(
w2

t−1 + βw2
t−2 + β2w2

t−3 + · · ·
)

これは無限次の自己回帰条件付き不均一分散．
3.3 共分散定常性
{wt} を GARCH(p, q) とする．{wt} が I(0) で
あるためには β1, . . . , βp, α1, . . . , αq ≥ 0 に制約が
必要．

定理 4. {wt}が I(0)なら

β1 + · · ·+ βp + α1 + · · ·+ αq < 1

証明. 任意の tについて

var(wt)

= E
(
σ2
t

)
= c+ β1 E

(
σ2
t−1

)
+ · · ·+ βp E

(
σ2
t−p

)
+ α1 E

(
w2

t−1

)
+ · · ·+ αq E

(
w2

t−q

)
= c+ β1 var(wt−1) + · · ·+ βp var(wt−p)

+ α1 var(wt−1) + · · ·+ αq var(wt−q)

= c+ β1 var(wt) + · · ·+ βp var(wt)

+ α1 var(wt) + · · ·+ αq var(wt)

= c+ (β1 + · · ·+ βp + α1 + · · ·+ αq) var(wt)

すなわち

(1− β1 − · · · − βp − α1 − · · · − αq) var(wt) = c

c > 0より

1− β1 − · · · − βp − α1 − · · · − αq > 0
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3.4 GARCH過程と ARMA過程
任意の tについて vt := w2

t − σ2
t とする．

定理 5. {wt} が GARCH(p, q) で {vt} がホワイ
ト・ノイズなら {

w2
t

}は ARMA(max{p, q}, p)．

証明. r := max{p, q}とすると，任意の tについて

w2
t ≡ σ2

t + vt

= c+ β1σ
2
t−1 + · · ·+ βpσ

2
t−p

+ α1w
2
t−1 + · · ·+ αqw

2
t−q + vt

= c+ β1σ
2
t−1 + · · ·+ βpσ

2
t−p

+ α1w
2
t−1 + · · ·+ αrw

2
t−r + vt

= c+ (α1 + β1)w
2
t−1 + · · ·+ (αr + βr)w

2
t−r

+ vt − β1

(
w2

t−1 − σ2
t−1

)
− · · ·

− βp

(
w2

t−p − σ2
t−p

)
= c+ (α1 + β1)w

2
t−1 + · · ·+ (αr + βr)w

2
t−r

+ vt − β1vt−1 − · · · − βpvt−p

4 モデルの定式化と推定
4.1 ラグ次数の選択
ラグ次数はモデル選択基準で選んでもよいが，無
条件に GARCH(1,1)を仮定することが多い．
4.2 条件付きML推定
正規 ARCH・GARCHモデルの厳密なML推定
は煩雑なので，条件つきML推定が普通．また係数
に対する制約を考慮する必要がある．詳細は略．

5 今日のキーワード
ボラティリティ，条件つき均一分散，条件つき不
均一分散，自己回帰条件付き不均一分散（ARCH）
過程，一般化 ARCH（GARCH）過程

6 次回までの準備
提出 宿題 13

復習 教科書第 4章 1.1節，第 8章 2節，復習テス
ト 13

予習 特になし
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