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今日のポイント� �
1. pdfの値が均一な分布を一様分布という．
2. ポアソン分布にしがたう現象が初めて起
こるまでの待ち時間の分布を指数分布と
いう．

3. 測定誤差は正規分布にしたがう．正規分
布の線形変換も正規分布であり，標準化し
た正規分布を標準正規分布という．正規
分布の cdfは積分を含むので，標準正規分
布表を用いて確率を計算する．� �
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1 一様分布（p. 127）
定義 1. [a, b]上の一様分布の pdfは

f(x) :=

{
1/(b− a) for x ∈ [a, b]

0 for x /∈ [a, b]

注 1. U[a, b]と書く．

注 2. cdfは

F (x) =


0 for x < a

(x− a)/(b− a) for x ∈ [a, b]

1 for x > b

例 1. ルーレット．

例 2. U[0, 1]の cdfと pdfは図 1の通り．

定理 1. U ∼ U[a, b]なら

E(U) =
a+ b

2

var(U) =
(a− b)2

12

証明. 平均は

E(U) =

∫ b

a

u · 1

b− a
du

=
1

b− a

[
u2

2

]b
a

=
b2 − a2

2(b− a)

=
a+ b

2

2次の積率は

E
(
U2
)
=

∫ b

a

u2 · 1

b− a
du

=
1

b− a

[
u3

3

]b
a

=
b3 − a3

3(b− a)

=
a2 + ab+ b2

3

1
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図 1 U[0, 1]の cdfと pdf

分散は

var(U) = E
(
U2
)
− E(U)2

=
a2 + ab+ b2

3
−
(
a+ b

2

)2

=
4a2 + 4ab+ 4b2

12
− 3a2 + 6ab+ 3b2

12

=
(a− b)2

12

2 指数分布（p. 123）
単位時間当たりの成功回数の分布を Poi(λ) と
する．y 時間での成功回数を X とすると X ∼
Poi(λy)．初成功までの待ち時間を Y とすると

Pr[Y ≤ y] = 1− Pr[Y > y]

= 1− Pr[X = 0]

= 1− pX(0)

= 1− e−λy

定義 2. 指数分布の cdfは

F (x) :=

{
0 for x ≤ 0

1− e−λx for x > 0

注 3. Exp(λ)と書く．

注 4. pdfは

f(x) =

{
0 for x ≤ 0

λe−λx for x > 0

例 3. Exp(1)の cdfと pdfは図 2の通り．

定理 2. X ∼ Exp(λ)なら

E(X) =
1

λ

var(X) =
1

λ2

証明. mgfを用いるのが簡単．教科書 p. 104参照．

3 正規分布
3.1 標準正規分布（p. 121）
定義 3. 標準正規分布の pdfは

ϕ(z) :=
1√
2π

e−z2/2

注 5. N(0, 1)と書く．
注 6. N(0, 1)の cdfは Φ(.)，pdfは ϕ(.)で表す．す
なわち

Φ(x) :=

∫ x

−∞

1√
2π

e−z2/2 dz

2
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図 2 Exp(1)の cdfと pdf

例 4. N(0, 1)の cdfと pdfは図 3の通り．

定義 4. Φ(.)の表を標準正規分布表という．

注 7. Q(.) := 1− Φ(.)の表の場合も多い．

練習 1. Z ∼ N(0, 1)とする．標準正規分布表を利
用して以下の確率を求めなさい．

1. Pr[Z ≥ 1]

2. Pr[Z ≤ 1]

3. Pr[Z ≤ −1]

補題 1. 任意の tについて∫ ∞

−∞
ϕ(z − t) dz = 1

証明. Z ∼ N(0, 1)とすると，X := t+ Z の cdfは

FX(x) := Pr[X ≤ x]

= Pr[t+ Z ≤ x]

= Pr[Z ≤ x− t]

= Φ(x− t)

X の pdfは

fX(x) = F ′
X(x)

= ϕ(x− t)

pdfの性質より

∫ ∞

−∞
ϕ(x− t) dx = 1

定理 3. N(0, 1)の mgfは

M(t) = et
2/2

証明. Z ∼ N(0, 1)とすると，mgfの定義より

MZ(t) := E
(
etZ
)

=

∫ ∞

−∞
etzϕ(z) dz

=

∫ ∞

−∞
etz

1√
2π

e−z2/2 dz

=

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−(z−t)2/2+t2/2 dz

=

∫ ∞

−∞
ϕ(z − t)et

2/2 dz

=

∫ ∞

−∞
ϕ(z − t) dzet

2/2

前補題より結果が得られる．

系 1. N(0, 1)の平均は 0，分散は 1．
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図 3 N(0, 1)の cdfと pdf

証明. Z ∼ N(0, 1)とすると，前定理より

M ′
Z(t) = tet

2/2

M ′′
Z(t) = et

2/2 + t2et
2/2

したがって

E(Z) = M ′
Z(0)

= 0

E
(
Z2
)
= M ′′

Z(0)

= 1

分散の計算公式より

var(Z) = E
(
Z2
)
− E(Z)2

= 1

3.2 正規分布（p. 120）
Z ∼ N(0, 1), X := µ+ σZ とすると

E(X) = E(µ+ σZ)

= µ+ σE(Z)

= µ

var(X) = var(µ+ σZ)

= σ2 var(Z)

= σ2

σ > 0とすると，X の cdfは

FX(x) := Pr[X ≤ x]

= Pr[µ+ σZ ≤ x]

= Pr

[
Z ≤ x− µ

σ

]
= Φ

(
x− µ

σ

)
X の pdfは

fX(x) = F ′
X(x)

=
1

σ
ϕ

(
x− µ

σ

)
定義 5. 正規（ガウス）分布の pdfは

f(x) :=
1

σ
√
2π

exp

(
−1

2

(
x− µ

σ

)2
)

注 8. N
(
µ, σ2

)と書く．
例 5. 測定誤差，標本平均（中心極限定理）．

定理 4. N
(
µ, σ2

)の mgfは

M(t) = exp

(
µt+

σ2t2

2

)
証明. Z ∼ N(0, 1), X := µ+σZ とすると，mgfの
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定義より

MX(t) := E
(
etX
)

= E
(
et(µ+σZ)

)
= etµ E

(
etσZ

)
= etµMZ(tσ)

= etµe(tσ)
2/2

= eµt+σ2t2/2

定理 5. X ∼ N
(
µ, σ2

)なら
aX + b ∼ N

(
aµ+ b, a2σ2

)
証明. aX + bの mgfは

MaX+b(t) := E
(
et(aX+b)

)
= E

(
eatX

)
ebt

= MX(at)ebt

= exp

(
µ(at) +

σ2(at)2

2

)
ebt

= exp

(
(aµ+ b)t+

a2σ2t2

2

)
これは N

(
aµ+ b, a2σ2

)の mgf．

系 2. X ∼ N
(
µ, σ2

)なら
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

証明. 前定理で a := 1/σ，b := −µ/σ とする．

注 9. したがってX ∼ N
(
µ, σ2

)の累積確率は標準
正規分布表から求まる．すなわち

FX(x) := Pr[X ≤ x]

= Pr

[
X − µ

σ
≤ x− µ

σ

]
= Φ

(
x− µ

σ

)
例 6. X ∼ N(1, 9)について Pr[X ≤ 2]を求める．

(X − 1)/3 ∼ N(0, 1)より

Pr[X ≤ 2] = Pr

[
X − 1

3
≤ 2− 1

3

]
= Φ

(
1

3

)
= 1−Q

(
1

3

)
= 1− .3707

= .6293

4 今日のキーワード
一様分布，指数分布，標準正規分布，標準正規分
布表正規分布，正規分布の標準化，

5 次回までの準備
提出 宿題 3

復習 教科書第 6章 6–7節，復習テスト 10

予習 教科書第 7章 1–2節
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