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今日のポイント� �
1. 誤差項が無相関で分散が均一な線形回帰
モデルを古典的線形回帰モデルという．
誤差項が独立に N

(
0, σ2

) に従う線形回
帰モデルを古典的正規線形回帰モデルと
いう．

2. 被説明変数の線形関数で表される推定量
を線形推定量という．不偏な線形推定量
を線形不偏推定量という．分散が最小と
なる線形不偏推定量を最良線形不偏推定
量（BLUE）という．古典的線形回帰モデ
ルの回帰係数の OLS推定量は BLUE（ガ
ウス＝マルコフ定理）．

3. 誤差分散 σ2の不偏推定量は s2 := [1/(n−
k)]

∑n
i=1(yi − ŷi)

2．ただし k は推定する
係数の数．古典的正規線形回帰モデルな
ら (n− k)s2/σ2 ∼ χ2(n− k)．

4. H0：「個別の回帰係数＝ 0」を検定する
t 統計量の値を t 値という．H0 の下で
t ∼ t(n− k)．

5. H0：「定数項を除く全ての回帰係数＝ 0」
を検定する F 統計量の値を F 値という．
H0 の下で F ∼ F(k − 1, n− k)．� �
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1 古典的線形回帰モデル
1.1 線形回帰モデル（p. 259）
2 変量データを ((y1, x1), . . . , (yn, xn)) とする．
簡単化のため xi は非確率変数とする（実験デー
タ）．yi の xi 上への線形回帰モデルは

E(yi) = α+ βxi

または

yi = α+ βxi + ui

E(ui) = 0
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1.2 古典的線形回帰モデル（p. 259）
定義 1. u1, . . . , un が無相関で分散が均一な線形回
帰モデルを古典的線形回帰モデルという．

注 1. すなわち

yi = α+ βxi + ui

E(ui) = 0

var(ui) = σ2

cov(ui, uj) = 0 for i ̸= j

1.3 古典的正規線形回帰モデル（p. 267）
定義 2. u1, . . . , un が独立に N

(
0, σ2

) に従う線形
回帰モデルを古典的正規線形回帰モデルという．

注 2. すなわち

yi = α+ βxi + ui

{ui} ∼ IN
(
0, σ2

)
または

{yi} ∼ IN
(
α+ βxi, σ

2
)

ただし IN(., .)は独立な N(., .)の意味．

2 回帰係数の推定
2.1 OLS推定量（p. 260）
簡単化のため定数項なしの単回帰モデルで考え
る．yi の xi 上への線形回帰モデルは

yi = βxi + ui

E(ui) = 0

β の OLS推定量は

b =

∑n
i=1 xiyi∑n
i=1 x

2
i

=

∑n
i=1 xi(βxi + ui)∑n

i=1 x
2
i

= β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

2.2 OLS推定量の分布（p. 266）
定理 1.

E(b) = β

証明. 期待値の線形性より

E(b) = E

(
β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

)
= β +

∑n
i=1 xi E(ui)∑n

i=1 x
2
i

= β

定理 2. 古典的線形回帰モデルなら

var(b) =
σ2∑n
i=1 x

2
i

証明. u1, . . . , un は無相関で分散が均一なので

var(b) = var

(
β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

)
= var

(∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

)
=

var(x1u1) + · · ·+ var(xnun)

(
∑n

i=1 x
2
i )

2

=
x2
1 var(u1) + · · ·+ x2

n var(un)

(
∑n

i=1 x
2
i )

2

=
σ2

∑n
i=1 x

2
i

(
∑n

i=1 x
2
i )

2

=
σ2∑n
i=1 x

2
i

定理 3. 古典的正規線形回帰モデルなら

b ∼ N

(
β,

σ2∑n
i=1 x

2
i

)
証明. bは (y1, . . . , yn)の線形変換だから正規分布．

例 1 (母平均の OLS 推定). 平均 µ，分散 σ2 の母
集団分布から抽出した無作為標本を (y1, . . . , yn)と
する．E(yi) = µ，var(yi) = σ2 より

yi = µ · 1 + ui

E(ui) = 0

var(ui) = σ2

cov(ui, uj) = 0 for i ̸= j
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µの OLS推定量は

µ̂ =

∑n
i=1 1 · yi∑n
i=1 1

2

=

∑n
i=1 yi
n

= ȳ

すなわち母平均の OLS 推定量は標本平均．µ̂ の期
待値と分散は

E(µ̂) = E(ȳ)

= µ

var(µ̂) = var(ȳ)

=
σ2

n

2.3 OLS推定量の性質（p. 266）
定義 3. 被説明変数の線形関数で表される推定量を
線形推定量という．

注 3. OLS推定量は線形推定量．

定義 4. 不偏な線形推定量を線形不偏推定量という．

注 4. OLS推定量は線形不偏推定量．

定義 5. 分散が最小となる線形不偏推定量を最良線
形不偏推定量（Best Linear Unbiased Estimator,

BLUE）という．

定理 4 (ガウス＝マルコフ定理). 古典的線形回帰モ
デルの回帰係数の OLS推定量は BLUE．

証明.「計量経済学」で扱うので省略．

3 誤差分散の推定
3.1 誤差分散の不偏推定量（p. 267）
回帰予測を ŷi とすると，σ2 の推定量は

s2 :=
1

n− k

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

ただし kは推定する係数の数（定数項なしの単回帰
モデルなら k := 1，定数項ありの単回帰モデルなら
k := 2）．

定理 5.
E
(
s2
)
= σ2

証明.「計量経済学」で扱うので省略．

定理 6. 古典的正規線形回帰モデルなら
(n− k)s2

σ2
∼ χ2(n− k)

証明.「計量経済学」で扱うので省略．

定理 7. 古典的正規線形回帰モデルなら b と s2 は
独立．

証明.「計量経済学」で扱うので省略．

3.2 標準誤差（p. 267）
定義 6. 推定量の標準偏差の推定値を標準誤差と
いう．

注 5. bの標準誤差は

s.e.(b) =

√
s2∑n
i=1 x

2
i

4 回帰係数の t検定
4.1 分散が既知
簡単化のため定数項なしの単回帰モデルで考え
る．yi の xi 上への古典的正規線形回帰モデルは

yi = βxi + ui

{ui} ∼ IN
(
0, σ2

)
次の片側検定問題を考える．

H0 : β = c vs H1 : β > c

β の OLS推定量は

b = β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

したがって

b ∼ N

(
β,

σ2∑n
i=1 x

2
i

)
標準化すると

b− β√
σ2/

∑n
i=1 x

2
i

∼ N(0, 1)

H0 : β = cを代入すると，検定統計量は

Z :=
b− c√

σ2/
∑n

i=1 x
2
i
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H0 の下で
Z ∼ N(0, 1)

標準正規分布表より棄却域を定める．
4.2 分散が未知（p. 268）
σ2 の推定量 s2 について

(n− k)s2

σ2
∼ χ2(n− k)

また bと s2 は独立．したがって σ2 を s2 に置き換
えると

b− β√
s2/

∑n
i=1 x

2
i

=
(b− β)/

√
σ2/

∑n
i=1 x

2
i√

[(n− k)s2/σ2]/(n− k)

∼ t(n− k)

H0 : β = cを代入すると，検定統計量（t統計量）は

t :=
b− c√

s2/
∑n

i=1 x
2
i

H0 の下で
t ∼ t(n− k)

t分布表より棄却域を定める．
4.3 t値（p. 270）
定義 7. H0：「個別の回帰係数＝ 0」を検定する t

統計量の値を t値という．

注 6. すなわち
t =

b

s.e.(b)

5 回帰係数の F検定
5.1 分散が既知
簡単化のため定数項なしの単回帰モデルで考え
る．yi の xi 上への古典的正規線形回帰モデルは

yi = βxi + ui

{ui} ∼ IN
(
0, σ2

)
次の両側検定問題を考える．

H0 : β = c vs H1 : β ̸= c

β の OLS推定量は

b = β +

∑n
i=1 xiui∑n
i=1 x

2
i

したがって

b ∼ N

(
β,

σ2∑n
i=1 x

2
i

)
標準化すると

b− β√
σ2/

∑n
i=1 x

2
i

∼ N(0, 1)

2乗すると

(b− β)2
∑n

i=1 x
2
i

σ2
∼ χ2(1)

H0 : β = cを代入すると，検定統計量は

χ2 :=
(b− c)2

∑n
i=1 x

2
i

σ2

H0 の下で
χ2 ∼ χ2(1)

χ2 分布表より棄却域を定める．
5.2 分散が未知（p. 273）
σ2 の推定量 s2 について

(n− k)s2

σ2
∼ χ2(n− k)

また bと s2 は独立．したがって σ2 を s2 に置き換
えると

(b− β)2
∑n

i=1 x
2
i

s2
=

(b− β)2
∑n

i=1 x
2
i /σ

2

[(n− k)s2/σ2]/(n− k)

∼ F(1, n− k)

H0 : β = cを代入すると，検定統計量（F統計量）は

F :=
(b− c)2

∑n
i=1 x

2
i

s2

H0 の下で
F ∼ F(1, n− k)

F分布表より棄却域を定める．
5.3 F値（p. 274）
定義 8. H0：「定数項を除く全ての回帰係数＝ 0」を
検定する F統計量の値を F値という．

注 7. 次の重回帰モデルを考える．

yi = β1 + β2xi,2 + · · ·+ βkxi,k + ui

{ui} ∼ IN
(
0, σ2

)
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β1 を除く k− 1個の回帰係数について，次の両側検
定問題を考える．

H0 :

β2

...
βk

 = 0 vs H1 :

β2

...
βk

 ̸= 0

このとき H0 の下で

F ∼ F(k − 1, n− k)

6 今日のキーワード
古典的線形回帰モデル，古典的正規線形回帰モデ
ル，線形推定量，線形不偏推定量，最良線形不偏推
定量（BLUE），ガウス＝マルコフ定理，標準誤差，
t値，F値

7 次回までの準備
提出 宿題 7

復習 教科書第 13章 2.2–3節，復習テスト 25

予習 教科書第 13章 4節
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